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 I عنصر من a و  I دالة متصلة على مجال  لتكن 
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  خاصية

fI دالة متصلة على مجال  لتكن  .I من ا  عنصرa و  

) :   بIالدالة المعرفة على   )
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 2
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): f هيمن جهة أخرى دالة أصلية ل  ) .F x k x= إذن [ ]( ) . . .
bb

a a
f t dt k t k b k a= = −∫

 :( ) ( )
b

a

  

Aوبالتالي  f f x dx= ∫  

  
)     :      دالة تآلفية  f  آانتإذا )f x cx d= +

                   

1

1

a b

  
b عبارة عن شبه منحرف قياس ارتفاعه   a− ( )f∆   إذن      و   وقياسا قاعدتيه:      ca + dcb d+

1 1( ) ( )( ) ( ² ) ( ²
2 2

1 )
2

A f b a ca d cb d cb db ca= − + + + = + − +

  :

da  

  

)1هيf من جهة أخرى دالة أصلية ل  ) . ²
2

F x c x dx=  إذن +

1 1 1( ) . ² ² ( . ²
2 2 2

b
b

a
a

. )f t dt c t dt c b db c a da⎡ ⎤= + = + − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫

 :( ) ( )
b

a

  

  

Aوبالتالي  f f x dx= ∫  

  : ونقبل الخاصية التالية 
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III- تقنيات حساب التكامل  
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  التكامل بتغيير المتغير -3
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]g دالة قابلة للاشتقاق على  لتكن  ],a bg,a b

f

] دالة متصلة ' بحيث تكون   على   [

] بحيث I دالة متصلة على المجال لتكن   ]( , )g a b I⊂
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1 ²I x dx= −∫
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x:  نضع t=0:    حيث,
2

t π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
0x   لدينا   t

2
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: لدينا
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3
2

dx dt=

  :

  و      

]إذن  التكامل يصبح  ]11 1

1 1 1

3
1 1 12 ( )

9(1 ²) 6 1 ² 6 6 4 4 12
tan

dt dtI
t t

Arc t π π π
− − −

= = = = + =
+ +∫ ∫  

  
  : التكامل والترتيب

]f  دالة متصلة على المجال  لتكن ],a b  ( )  a b≤

]Ff على المجال  لة  دالة أصلية للداإذا آانت  :  نعلم انه   ],a b

( ) ( ) (
b

a

   :  فان

  )f x dx F b F a= −∫
'F f=

f

 أن   :  فان وبما 
  
] موجبة على   آانت  إذا ],a bF,a b

( ) ( )F b F a− ≥

] تكون تزايدية  فان الدالة   على   [
  0  إذن

  
  خاصية

   
]تكامل دالة موجبة على مجال  ],a b  :a b ) حيث     هو عدد موجب≥(

  
  

]fg دالتين متصلتين على  مجال  و لتكن   ],a b:  a b )ح  )   ≥يث
fت   على  آانإذا g≤[ ],a bg f ] تكون موجبة على − فان الدالة   ]   ,a b

( ) 0x dx− ≥  ( ) ( )
b b

a a
g x dx f x dx≥∫ ∫ ) إذن )

b

a
g f∫ وبالتالي :  

  خاصية
]fg دالتين متصلتين على  مجال  و  لتكن   ],a b  :a b ) حيث )≤   

fا    على  آان لدينإذا g≤[ ],a bن :( ) ( )
b b

a a
f فا x dx g x dx≤∫ ∫  

  
  خاصية

  
] سالبة على الماذا آانت الدالة  : من الخاصيات السابقة نستنتج أنه   f,a   ح[ b:  ( )a b≤

( ) 0
b

a
f x dx ≤∫

يثجال  

     :فان
  

( ) ( )
b b

a a
f x dx f x d≤∫ ∫ x  

  
]f على   هي القيمة القصوية للدالة M آانت  إذا ],a b

m

  

]f على  هي القيمة الدنوية للدالة    و    ],a bن  :( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫    فا
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  القيمة المتوسطة لدالة متصلة على قطعة  
  
  
  
  
  

]f  دالة متصلة على المجال  لتكن ],a b   

]mعلى المجال   وقيمة دنوية  M   الدالة  تقبل قيمة قصويةإذن ],a b

( ) ( ) ( )
b

a
a f x dx M b a

  

m:  إذن b− ≤ ≤ −∫  

( )
b

a
f x dx

b a
m:  وبالتالي  M≤ ≤

−
∫  

]وحسب مبرهنة القيم الوسيطية   يوجد  ],c a b∈بحيث   : 
( )

( )

b

a
f x dx

f c
b a

=
−

∫  

  
  تعريف 

]f  دالة متصلة على المجال  لتكن ],a b     

العدد الحقيقي 
( )

b

a
f x d

b a
µ =

−
∫f

x
] على المجال     يسمى القيمة المتوسطة للدالة  ],a b  

  

  
  
  

  خاصية 

]  جد يو   ],b∈ c a   بحيث  :   
( )

( )

b

a
f x dx

f c
b a

=
−

∫  

 
 

  تطبيقات حساب التكامل
y

xO 

(C) 

a b

  
  حساب المساحات -1

  المساحة الجبرية
]f   دالة متصلة على مجال لتكن   ],a b   
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]f على المجال المساحة الجبرية للدالة  ],a b( )
b

a
f:   هي العدد الحقيقي  x d∫ x  

  :المساحة الهندسية 
  

]f على المجال المساحة الهندسية للدالة    ],a b   ومحور   هي مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى   fC

 :x a

  
  

x  و  =الأفاصيل والمستقيمين  b=  
  

  
  

]f موجبة على المجال إذا آانت الدالة     * ],a b

( )
b

a

   فانه حسب فقرة سابقة المساحة

f :   هي x dx∫.u a

f

  :  بوحدة المساحة التي سنرمز لها ب

):  فان المساحة هي )
b

a
f x d−∫ : xأي [ ],a b )  سالبة على المجال إذا آانت   *  )

b

a
f x dx∫

f

  

] تغير الإشارة على المجال الدالة إذا آانت   *   ],a b   ل,a b
f

]  فانه لتحديد المساحة نقسم المجا  إلى مجالات   [
  . ثابتة ثم نطبق النتائج السابقةتكون فيها إشارة الدالة 

  ستوي محصور بين منحنيينمساحة حيز م
  

]fg دالتين متصلتين على مجال    ولتكن  ],a b.  
  

): د  هو العدgC و  fC منحنيينال  محصور بينالمستوي الحيز المساحة  ) ( )
b

a
f x g x dx−∫ بوحدة قياس المساحة  

 

b 
a 

Cg

Cf

  
  

          
  
  
  
  
  
  
  
 
   حساب الحجوم  -2  
  

z  والذي تقاطعه مع مستوى معادلته   Hحجم مجسم الدوران الذي طول ارتفاعه   h=( )S h

0
( ).

H
V S h= ∫

   هو دائرة مساحتها 

  dh: هو  
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]f متصلة على مجال نعتبر دالة  ],a b  

fCهو منحناها في معلم متعامد    ( , , )O i j
G G

  

)الممنظم    .في المعلم المتعامد  حول محور الأفاصيل fCى    دورة آاملة  للمنحنبإجراءنعتبر المجسم  المحدد  , , , )O i j k
G G G

  
 

                                                       
  

[ ],x a b∈dV( )f xdx
.( ( ))².dV f x dx
شعاعه    وارتفاعه دتها عبارة عن قرص  هو حجم الاسطوانة التي قاع   .  ليكن  

=π: لدينا  

   :.( ( ))².
b b

a a
V f x dxπ= =∫ ∫

  

Vإذن  حجم المجسم   هو  d  

i   .  و  و جم متوازي المستطيلات المنشئ على   والحجم يحسب بوحدة الحجوم التي هي ح
G

j
G

k
G
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